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I. Teil. 


Ableitung der singulären Lösungen eines Systems von simultanen 
Differentialgleichungen aus dem vollständigen Integralsystem. 


Die Methode, welche LAGRANGE in der 15. Vorlesung seines 
„Caleul des fonctions“ zur Auffindung der singulären Lösung einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung aus der Differentialgleichung selbst 
angıiebt, ıst bis jetzt noch nicht verwendet worden für die Ableitung 
der singulären Lösungen eines Systems von simultanen Differential- 
gleichungen. Die vorliegende Arbeit sei nun ein Versuch auf ähnliche 
Weise wie die in der obigen Vorlesung angegebene die singulären 
Lösungen eines Systems simultaner Differentialgleichungen aus den 
Differentialgleichungen selbst herzuleiten. 

Der Weg, den LAGRANGE bei der Ableitung der singulären Lösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung aus der Differentialgleichung 
selbst einschlägt, geht von der Frage aus, wie entsteht die singuläre 
Integralgleichung aus einem oder aus dem vollständigen Integrale der 
Differentialgleichung. Wir wollen daher zunächst einmal die Ableitung 
der singulären Lösungen eines Systems simultaner Differentialgleichungen 
aus dem vollständigen Integralsystem behandeln, um auch gleichzeitig 
hieran einige Betrachtungen über den Begriff der singulären Lösungen 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen anzuschliessen. 

Es sei 

n [,@u»9,2=0 
V (a, Yy, 2, Y; 2)=0 
ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit drei Veränderlichen, & sei die unabhängige Veränderliche. Das 
zugehörige Integralsystem sei: 


2) | Da, Va 0 Cl 
Pl a ct 


wobei c, und c, willkürliche Konstante bedeuten. 


a 


Die Gleichungen 1) werden nun aus den Gleichungen 2) dadurch 
erhalten, dass man die willkürlichen Konstanten c, und c, aus dem 
System 2) und seinem totalen Differentiale 

3) | D ()de + D’(y)dy+ D (z)dz=0 
'P (a)da + P' (y)dy + P (e)de=0 
eliminiert. 

Wir verstehen aber unter einem singulären Integralsystem eines 
Systems simultaner Differentialgleichungen jedes System von Gleichungen, 
welches das System der Differentialgleichungen befriedigt, welches aber 
nicht in dem vollständigen Integralsystem enthalten ist, solange man 
den Integrationskonstanten konstante Werte erteilt. Differentiieren wir 
nun das System 2) unter der Voraussetzung, dass c, und c, Funktionen 
von x sind, so erhalten wir: | 

4) | 4 (a)da + D (y)dy + 2 (2)dz # 2 (e,)de, + I (c,)dec,—= 0 
P()da+ PlyY)dy+ P()dz+ Fl(e,)de, + P'(c,)deo,=0 

Sollen aber unter dieser Voraussetzung die Gleichungen 2) eben- 
falls noch den Differentialeleichungen 1) genügen, so müssen die 
Gleichungen 3) und 4) offenbar identisch sein, und dies giebt die 
Bedingungen: 

5) | (e,)de, + D (c,)de,= 0 
Pr (e,)de, + P (e,)do,= 0 

Da aber de, und dc, infolge der obigen Voraussetzung von Null 
verschieden sein müssen, so erhalten wir als Bedingung für das Vor- 
handensein singulärer Lösungen eines Systems von zwei gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 

6) De) Flo) — D'(o,) Fle,)—=0 
in Verbindung mit einer der Gleichungen 5). 

Die Gleichung 6) kann nun im allgemeinen zu folgenden vier 
Resultaten führen. 

I. Aus der Gleichung 6) kann sich direkt eine der Konstanten ce, 
oder c, als Funktion von & allein ergeben. 

II. Die Gleichung 6) kann eine der Konstanten z. B. c, als 
Funktion von x und der zweiten Konstanten c, ergeben. 

III. Aus der Gleichung 6) kann sich eine der Konstanten z.B. c, 
als Funktion der anderen Konstanten c, ergeben, oder, was, wie wir 
später sehen werden, dasselbe ist, die Relation 6) ergiebt eine Gleichung 
höheren Grades für eine der Konstanten allein. | 

IV. Endlich können sich aus der Gleichung 6) direkt beide der 
Konstanten also e, und c, als Funktionen von & allein ergeben. 

Wir wollen hier für jeden der vier Fälle ein Beispiel geben: 


Be 


Fall I. 
Das System von Differentialgleichungen 
fh y- ya! Z0 
a af = 
hat zur vollständigen Lösung 
fy=c,@+0,° 
l\z2=,20+e 
Die Gleichung 6) ergiebt hier 
0? - 20, 


folglich 


Es ergiebt sich also hier nur eine der Konstanten aus der 
Gleichung 6) direkt als Funktion von «. 

Nun muss aber durch die aus Gleichung 6) gefundenen Werte der 
Konstanten auch das System der Gleichungen 5) befriedigt werden, dies 
ist in unserem Falle 

| de, +20,de,=0 
dc, +de, =() 

Setzen wir also in eine dieser Gleichungen z. B. in die erste den 
für c, gefundenen Wert ein, so erhalten wir 

dei + da, 
oder 
de, =- edtda 
und hieraus folgt durch Integration 


— 13 


64. ge a, 


wobei c die Integrationskonstante ist. 
Setzen wir diese Werte für c, und c, in das vollständige Integral- 
system ein, so erhalten wir 


;--, tea 
3 


ein System, welches in der That das obige System von Differential- 
gleichungen befriedigt, welches aber nicht in dem vollständigen Integral- 
system enthalten ist, solange man den willkürlichen Konstanten kon- 
stante Werte erteilt, also das singuläre Integralsystem. Wir sehen 


Re 


aber, dass in diesem Falle das singuläre Integralsystem noch eine will- 
kürliche Konstante c besitzt. 


Fall II. 


Das System von Differentialgleichungen 


y-ay-za+sy?=0 


2 -azr + ya 0 


hat zum vollständigen Integralsystem 
yraaza = 

2 3 

2-— ur — (610, | 


2 3 
Die Gleichung 6) ergiebt sich hier in der Form 


b) 
(75% u) ve, 
oder 


ge’ +2,28 +0’=0 


folglich 


also c, als Funktion von # und c,. Es muss aber ebenfalls wieder 
das Gleichungssystem 5) befriedigt werden. Die erste der Gleichungen 
5) ergiebt sich aber in der Form 

de; de; = 0 
und setzen wir hierin den für c, gefundenen Wert ein, so erhalten wir 

de, + (32 +2e,)da+ 2xde, + 2e, de, =0 
oder 
32de, + Ba +20, )dx + 2c,de, —0 
also | 
(#0 + 2e,)(de, +da)=0 

und hieraus folgt entweder 

92 +2c0,—=0 


also 


oder 


also 
de, = -da 
also durch Integration 
2.0, = (246) 
wenn c die Integrationskonstante bedeutet. 
Bei Anwendung des ersten Wertes ergiebt sich dann für c, 
der Wert | 


G= a: +52 -- a? 
oder 
C9 _. 
folglich 
Bi re MR 
ragen get 


Be: e,° re hl. 31 RR 
age t yataat get get gett get 


Der zweite Wert von c, 


1=-(e+0 
ergiebt 
= 5 02 


Die Verwendung dieser Werte von c, und c, führt zu dem 
Resultate | 


l l 2 
alten. a Hut, 758 
|: ar ca - ger" 50 


Beide Systeme genügen unserem System von Differentialgleichungen, 
keins derselben ist aber in dem vollständigen Integralsystem enthalten, 
solange man c, und c, konstante Werte erteilt, beide sind also singu- 
läre Lösungen unseres Systems von Differentialgleichungen. 

Wir haben hier also zwei singuläre Lösungen, von denen die 
erste keine willkürliche Konstante mehr besitzt, die zweite dagegen 
mit einer solchen behaftet ist. Es ıst das erste System die Enveloppe 
des zweiten, und jedes Individuum des zweiten Systems ist Enveloppe 
einer einfachen Schar aus der allgemeinen Lösung. 

Auch ist die Parabel 

3 


sr 


Enveloppe der Geradenschar 
y=-c0,% er 
og 
3 
welche in der allgemeinen Lösung enthalten ist. 


Fall II. 


Das vollständige Integralsystem des Systems von Differential- 
gleichungen 


Im Arret Lyra 


ıst 
lu 
[y=.. Ei eG 


8 1 1 : 
Die Gleichung 6) ergiebt sich hier in der Form: 


(2 —.6,)6, ee 6? -c;0 + 20,0 — = c’+ es) =, 
folglich 
RE 
Es müssen aber auch wieder die Gleichungen 5) bestehen, also 
wenn wir die erste derselben berücksichtigen, so lautet diese in diesem 


Falle 
zde, — c;de, + de, —V 
und wenn wir hierin den Wert für c, einsetzen, so erhalten wir 
ade, — c,de,; — 2c,de, =0 
also 
de,(& —-3c,)=0 
und daraus folgt entweder 
de, — U 
also 
c, = const 
was auf die vollständige Lösung zurückführt, da in diesem Falle auch 
C,=—c,”= cönst wäre; oder aber 
2) 2- 3c, =0 


also 


#1: 


wo & 


mithin 


und setzen wir diese Werte für ec, und ce, in das vollständige Integral- 
system ein, so ergiebt sich 


ein System, welches wiederum in dem vollständigen Integralsystem 
nicht enthalten ist, solange man den Integrationskonstanten konstante 
Werte lässt, welches aber unser System von Differentialgleichungen 
befriedigt, also die singuläre Lösung des obigen Systems von Diffe- 
rentialgleichungen. 

Hier haben wir also nur eine Lösung ohne Konstante, deren 
geometrische Deutung folgende ist: 

Aus dem vollständigen System hebt sich eine spezielle Schar von 
Geraden heraus, wenn man 

,’+9,=0 

setzt. Diese Schar hat eine Enveloppe, welche die singuläre Lösung ist. 

Wir wollen an dieses Beispiel noch einige Betrachtungen knüpfen, 
die sich später bei der Ableitung der singulären Lösungen eines 
solchen Systems aus den Differentialgleichungen selbst als wichtig er- 
weisen werden. 

Die Gleichung 6) führte nämlich in diesem Falle zu dem Re- 
sultate 

mel 12 
d. h. wenn überhaupt eine singuläre Lösung dieses Systems möglich 
sein soll, so muss diese Relation zwischen den Konstanten bestehen. 
Die eigentliche singuläre Lösung ergiebt sich aber erst, wenn wir 
diesen Wert für c, in die Gleichungen 5), die in diesem Falle die 
Form haben 
ade, — c,dce + de, =0 


> 0,?de, — c,0dc, + de (ea = = c’-+ c,) 
+ e,(ade, — e,de, + de,)=0 


einsetzen, und hieraus und aus dem vollständigen Integralsystem als- 
dann die Konstanten eliminieren. Setzen wir aber in diesen Gleichungen 
c,=--.c,?, so erhalten wir die Gleichungen 


oe 


2 90, =U 
er N 
Setzen wir aber den Wert c,=-—.c,? direkt in das vollständige 


Integralsystem ein, so geht dies über in 
|; -c2 + 9 —() 


2 ht c?=0 


und differentiieren wir jede dieser Gleichungen nach c,, so erhalten 
wir 


also dieselben Gleichungen wie die Gleichungen g, d. h. die Gleichungen 5) 
besagen in diesem Falle nichts anders, als dass wır, um in diesem Falle 
das singuläre Integralsystem zu erhalten, jede der Gleichungen für y 
und 2 des vollständigen Integralsystems, nachdem wir in dieselben den 
Wert für c, also c,=-c,? eingesetzt haben, wie ein vollständiges 
Integral einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zu be- 
handeln haben. 
Da aber die Differentiation der Gleichungen 
y-oa+ 02-0 
2 ea +e’=0 
nach der Konstanten c, beide Male zu demselben Resultat führt, 
nämlich 
2-80, =) 
so brauchen wir auch nur aus der einen der beiden Gleichungen auf 
die angegebene Weise die Konstante c, zu berechnen, und können den 
so gefundenen Wert derselben auch für die zweite Gleichung benutzen. 
Nun ist aber die aus der Relation 6) sich ergebende Bedingung 


en 9 
0 Fe C, 
und 


y- 0040, ?=0 


dieselbe Gleichung. Wir können nämlich das vollständige Integralsystem 


in der Form schreiben 


1 
y-üa-z0°4% 


ne -otatoy 


und hieraus ersehen wir, dass die Konstante c, nur insofern in z ent- 
halten ist, als sie in y vorkommt, das System hat also die Form 


a) | y=fı (&% €, 65) 
2=f, (a c,, fı) 
wobei in der zweiten Gleichung zur Abkürzung 
fı (90: 0)=fı 
gesetzt ist. 

Die Differentialgleichungen des Systems a) ergeben sich nun durch 
Elimination der Konstanten c, und c, aus den Gleichungen a) und 
ihren Differentialen nach 

BR 

da 
‚_dh eher 

0a OLD 
Sind aber c, und c, Funktionen von &, so gehen die Gleichungen 


b) über in 
d Ö 
y- a EN, s 
c) : 
RR: f, ST, Ita ief: of 
La 2 2 1 2 c H 2 1 ! 1 ! 
|: 737 RE 7 Ba: ER 2 
und hieraus ergiebt sich als Bedingung für die Existenz von singulären 
Lösungen: 


b) 


4 


v 


nn a '—_t) 


nA AL fi ,)=0 


Mor + Bf 


oder 


or ZATAWERTRTAN oe 

ga, dr. Och aa’ 

und hieraus folgt wieder analog der allgemeinen Entwicklung 
of afıöf, ar ofdf, fd _ 
Bea dt: Ach Ada 


en ze 


oder 

ofı dfa _ 

u,80 8. 
72 
OC5 
verschiedenen Wert, die vorstehende Gleichung wird mithin nur erfüllt 
durch 

Ofs _ 


dc, 
welches somit als einzige Bedingung für singuläre Lösungen eines 
solchen Systems von a übrıg bleibt, d.h. wir 
haben einfach /, nach c, zu differentiieren, wobei das ın /, vor- 
kommende f/, als unabhängig von c, zu betrachten ist. 
Wenden wir dies nun auf unser System 


I, 6, oJ) =Yy=ı8 — SR ? 4-63 
l 1 

fa (®, ©,» [)=2=56:' ga 8 701% 
an, so ergiebt sich hier 
ee —- 1,2 --y=0 
also in der That dieselbe Gleichung, die wir erhalten haben, indem wir 
den aus der Relation 6) erhaltenen Wert für c, ın das vollständige 
Integralsystem eingesetzt haben. Um nun aus dieser Gleichung die 
singuläre Lösung zu erhalten, müssen wir, wie wir oben gesehen haben, 
aus ihrem Differential nach c, die Konstante c, berechnen. Nun ist 
aber aus der Theorie der Gleichungen bekannt, dass eine Gleichung 
eine Doppelwurzel besitzt, wenn ihre erste Derivierte nach der Unbe- 
kannten gleich Null ist, sodass wir auch den Wert von c, in diesem 
Falle auf die Art finden können, dass wir die obige Gleichung nach 
c, unter der Voraussetzung einer Doppelwurzel auflösen, wir erhalten 


1 1otyıa-2y 


Wenn diese Gleichung aber eine Doppelwurzel hat, so muss ihre Dis- 
kriminante verschwinden, also 


1 AR 
al 


da nun aber c, in f, enthalten ist, so hat offenbar einen von Null 


sein, daraus folgt aber 


und 
© 
Ci 3 
und setzen wir diesen Wert für y und ec, ein, so erhalten wir 
1 
z=——a° 
54° 


also in der That die singulären Lösungen des Systems, wie wir sie 
oben erhalten haben. 

Wir sehen also, dass wir bei einem solchen System von Differential- 
gleichungen auch auf die Weise zu dem singulären Integralsystem 
kommen, dass wir einfach diejenige der beiden Gleichungen des voll- 
ständigen Integralsystems, in welcher nur die eine der Konstanten, in 
diesem Falle also c, vorkommt, während die andere Konstante in der- 
selben nur insofern enthalten ist, als in ıhr die ganze Funktion y vor- 
kommt, wie eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
behandeln, d. h. also aus ihrem Differential nach der Konstanten c, 
diese Konstante berechnen, wobei das in dieser Gleichung vorkommende 
y aber als unabhängig von c, zu betrachten‘ ist. Ergiebt diese Diffe- 
rentiation eine Gleichung zweiten Grades für c,, so haben wir die 
entstandene Gleichung nochmals nach ec, zu differentiieren und daraus 
c, zu berechnen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung 
zweiten Grades nach c, unter der Bedingung einer Doppelwurzel auf- 
zulösen. 


Fall IV. 
Das System von Differentialgleichungen 


DA ESIN 
ee 


gu tan), lage EA ol 
E en. (y Ze) Bay 


hat zum vollständigen Integral 


TE — 690? + 09° 
=c,2+c0,? 40,2? —.c,? 


Die Gleichung 6) ergiebt hier- 


(«+ 2c,)(20? — 4c,)=0 


und daraus folgt entweder 


oder 


RS 


Pe 
2 


oder 


Es müssen aber auch ebenfalls die Gleichungen 5) erfüllt sein, die 
erste derselben wird in diesem Falle 
de, + 2c,de, —w@?de, + 2c,de, =0 
Benutzen wir nun zunächst den Wert 


4 


u or 
und setzen denselben in diese Gleichung ein, so erhalten wir 


(- + Z)do + do,l- 02 + 20,)=0 
oder 
: dcs - 22 4 2c0,)=0V 
und hieraus folgt entweder 
de.:=N.also c, = eonstg 


oder 
2 
— 2” +2c,=0 also cy, = 5- 
Wir erhalten also entweder 
& 
Re REN 
folglich 
ee 
| A, ca 0 
0 2 
2 + ca? — ce? 


und dies ist in der That eine singuläre Lösung unseres Systems; 
oder 


& x? 
De at 
folglich 
©? x* 
| a Dr) 
ß wa: 
| a 


eine zweite singuläre Lösung unseres Systems, und zwar ist ? die En- 
veloppe von @. Ausserdem ist der zweite hier gefundene Wert von 


2 
os e % ® . . 
6, namlich 0, = gr derselbe, wie er sich aus der Gleichung 


We 


(= -4-2c,)(22°? - 4o;)=0 
ergeben hat. 


6} 
® L“ . . ” 
Setzen wir aber den Wert c, = 9 wie er sich also aus dieser 


Gleichung ergiebt, in die erste der Gleichungen 5) 
dc, + 2c,de, — @?de, + 2c,de, = 0 
ein, so erhalten wir: 
zdce, + 2c,de, =0 

und hieraus folgt entweder 

der = N also Arch #r 
oder 

2 +2c, =0, also co, =—- —- 


Unter Benutzung der Werte 


© 
eı TT79 Dal 
ergiebt sich 
a‘ 
| y=ca-+ 0? - ns 


R Br 
ze DR, CE ) 
erhalten wir 

| 
Yy = — E re EN 

: er 

In i 
»--5# 


Beide Systeme y und Ö sind singuläre Lösungen unseres Systems 
und zwar ist d die Enveloppe von y. Ferner, sehen wir, ist der 


zweite hier gefundene Wert von c, nämlich c, = ig derselbe, wie er 
sich für e, aus der Gleichung | 
(2 +2c,) (20? — 4c,) =0 


ergeben hat. Ausserdem ist #= ld die gemeinsame Enveloppe von « 
und y, sodass uns also die Gleichung 


(2 +2c,)(22?— 4c,) = 0 


u ne Ban u an 


- _—. 
- ne 
Be rm 
 —— —_ 2 4 >. 


ze =Ö. r na m3aR für €, und er = —- e > e ML. 


1) «= ih — consi 


Ey = 
ae ei 
3) =-> m ES, 

wobei die dritte die gemeinsame Enveloppe der beiden erien ei 
Die Lösunsen 1) und 2) sind wiederum sinsuläre Lösungen mi 
j mr wllkürlchen Konstanten, während die Lösung 3) me sche 
ohme Konstante 11 A 
Wir schen also, dass wir bei einem System von Differential = 
gleschunsen zwei Arten von Sae-drn Lösungen zu wierscheiden 
kzben nämlich: | | 
n) segeln San die noch eine willkürliche Konstante 


b) Sorlire Lösungen, ın denen kene willkürliche air Se 
mehr vorkommt. er 
ee en A Ber 
== gleichungen erhalten die zu dem Fall I | | 

Konstanten als Fanktion von z alleın ergiebt, denn in diesem Falle | 
müssen wır den Wert der zweiten Konstanten aus einer der Geichungen 
5) berechnen, nn Tune Je Sue Tees En Dex. Micrem A =. 


vorkommen bei Systemen von Differentiasgleichungen, die unter dn 
Fall III grhösen, bei ‚denen alan dee Belstson, ) zum Bes EEE 
Istegralsysiem, die eine Konsianie als Funktion der anderen 2 
oder bei dem, was übrigens, wie wir gesehen haben, dasselbe ist, ans 


tion won z allein ergeben kann, sodass damit auch gleich tg de 
zweite Konstante als Funktion von z allein Bere ist, und i ont i 5 


BEE li 


aber aus der Relation 6) nur eine Gleichung höheren Grades für eine 
der Konstanten, so erhalten wir, wie wir gesehen haben, direkt aus 
dieser Gleichung die sınguläre Lösung einer der Funktionen y oder z 
und brauchen, um den Wert der anderen zu erhalten, den gefundenen 
Wert nur in das vollständige Integralsystem einzusetzen. 

Im allgemeinen können aber bei den Fällen II, III und IV beide 
Arten von singulären Lösungen gleichzeitig auftreten, es sind dann die 
singulären Lösungen der zweiten Art die Enveloppen derjenigen der 
ersten Art. 

Wir können somit folgende allgemeine Regel für die Herleitung 
der singulären Lösungen eines Systems von zwei gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung aus ihrem en Integral- 
system geben. 

Um aus dem vollständigen Integralsystem 

D (z,y,2,€,; c,)—0 
7 (z, Y. 2,6» c2) —0 
eines Systems von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung 
p (2,9, 2,y,z') = 0 
b(z,y,2,y,2)=0 
das singuläre Integralsystem herzuleiten, haben wir zunächst zu bilden 
®(c,)Ple,) - Ple,) P(e,)=0 
hieraus ergiebt sich dann der Wert der einen Konstanten und zwar 
entweder als Funktion von x allein oder als Funktion nur der anderen 
Konstanten, oder als Funktion von z und der anderen Konstanten, 
wobei letztere dann aber wieder als Funktion von x aufzufassen ist: 
den hieraus gefundenen Wert der einen Konstanten haben wir alsdann 
in eine der Gleichungen 
®’(c,)de,+ ®(e,)de,—0 
Ple,)de, + Pl(e,)de,=0 
einzusetzen, und erhalten aus derselben den Wert der anderen Kon- 
stanten. 
Ergiebt aber die Relation 
D(c,) P(e;) — Dle,) Ple,)=0 
eine Gleichung höheren Grades für eine der Konstanten allein, so 
müssen wir, um den Wert der Konstanten zu erhalten, welcher der 
singulären Lösung entspricht, die erhaltene Gleichung wis eine voll- 
ständige Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
behandeln, d. h. aus ihrem Differential nach der in ihr noch ver- 
2* 


Be 


kommenden Konstanten diese Konstante berechnen, oder, was, wie wir 
gesehen haben, dasselbe ist, diese erhaltene Gleichung nach der in ihr 
vorkommenden Konstanten unter der Voraussetzung einer Doppelwurzel 
auflösen. | 


HE: Teil, 


Ableitung der singulären Lösungen eines Systems von simultanen 
Differentialgleichungen aus den Differentialgleichungen selbst. 


Um nun die singulären Lösungen eines Systems von Differential- 
gleichungen aus den Differentialgleichungen selbst herzuleiten, wollen 
wir zunächst einmal prüfen, welches das System von Differential- 
gleichungen wird in dem Falle, in dem das Integralsystem ein sin- 
guläres ist. 

Wenn 
1) N ® (X, Y 9, C15 C.) =0 

\ Fa, Y,2, 6,5 0,)=0 
das Integralsystem eines Systems zweier Differentialgleichungen erster -. 
Ordnung ist, so erhalten wir die Differentialgleichungsn dieses Systems 
durch Elimination der willkürlichen Konstanten c, und c, aus den 
Gleichungen 1) und ihren totalen Differentialen 
2 D' (a, y,2)=0 
P (a, y,2)=0. 

Das singuläre Integralsystem ist aber, wie wir oben gesehen haben, 
das Resultat der Elimination der willkürlichen Konstanten c, und c, 
aus den Gleichungen 1) und ihren Differentialen nach c, und c, 

9 %(e) der + & (er) den 0 
Ple)de, + Fl(o,)d,=0. 

Bestimmen wir nun aus den Gleichungen 2) c, und c, als Funk- 

tionen von %, y, 2, y und 2’ und setzen z. B. 


ah (2, Y, 2) 

2 = (5 y 2, y, 2) 
und substituieren diese Funktionen für c, und c, in die Gleichungen 1), 
so erhalten wir die Differentialgleichungen des Systems 1) in der Form: 


ER 3 


4) | D (@, %, 2, X, Kg) = 0 
P(@, y, 2, %ı,%) = 0 
wobei x, und x, abgekürzt für x, (,y,2,y,2') und x, (2, y, 2, y',2') 
gesetzt ist. | 
Differentiieren wir die Gleichungen 4) so erhalten wir 
5) Day) trr PR) tr 0 (iR) 0 
Ey) Ha Pa) tr PO 
in diesen Gleichungen ist aber ®’ (w, y, 2) und #7 (x, y, 2) nichts 
Anderes als die linken Seiten der Gleichungen 2), denn wir haben für 
die willkürlichen Konstanten c, und c, nur ihre aus diesen Gleichungen 2) 
berechneten Werte in die Gleichungen 1) eingesetzt, und die so ent- 
standenen Gleichungen differentiiert, es ist also in den Gleichungen 5) 
D (a,y,2)=0 
de (@, y;2)= 0 
und somit reduziert sich die Differentiation der Gleichungen 4) auf die 
Gleichungen 
6) | kı PH) X 9 (X) = 0 
EU) aa) 0. 
Dies ist aber ein System von Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, dasselbe wird erstens befriedigt, wenn 
07. = runder el 
ist. Diese beide Gleichungen lauten aber in ihrer vollständigen Form: 
8) | X y2 9,2) 0 
X (m, Y,?, Y; 2) =) 
es sind dies also Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche die 
Werte von y” und z”’ als Funktionen von #, y, 2, y' und 2’ definieren, 
sie haben zu ersten Integralen 
9) | Yı> const=c, 
X, > const = c, 


sodass 
N zu ) \ PN un 
10) WR na | Pay 321%) = 0 
13 2.03 | DIESER) 0 


erste Integralgleichungen des Systems von Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 
zu da) +20) 0 
Kr Fl) 0 
sind. Eliminieren wir aus den Gleichungen 
| 21.01 und | Da, Y%a,Xın X) = 
= Pa, y,2,%19%2) = 0 


N 


y' und z', so werden wir die vollständigen Integralgleichungen des 
Systems der Differentialgleichungen 

D (2, y, 2, %ı; %2)= 0 

F(@,Yy 2, %ı,%2) = 0 
erhalten. Da. aber y' und 2‘ nur in x, und y, enthalten sind, so ist 
die Elimination von y' und 2‘ aus diesen Gleichungen gleichbedeutend 
mit der Elimination von %, und x%,, das Resultat dieser Elimination 
ist aber 

Di, ) el 

F(a,9y,2,61,6)=0 
also führt die Betrachtung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


I nn %Y, 2)=0 
(9, y,2,Y', 2‘) =V 
zu den vollständigen Integralgleichungen zurück. 
Sind aber %,' und x,‘ von Null verschieden, so wird das System 
von Differentialgleichungen 6) 


a Po) + X 9’) = 0 


6 
, | 1 Po) FR FR) =0 

nur befriedigt, wenn die Determinante desselben verschwindet, also wenn 
Ta) VIER) - PR) FR) =0 


ist. Aus der Bedingung 7a) und einer der Gleichungen 6) ergeben 
sich in diesem Falle aber y, und x, als Funktionen von x, %, 2, y’ und 
z' also z.B. 
f KA r (@, Y) 2, Y, 2‘) 
ew | =, y,2,y',2') 
und wir können mithin diese Gleichungen ebenfalls als erste Integral- 
gleichungen des Systems 6) von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ansehen, aber als erste Integralgleichungen ohne Konstante. 
Eliminiert man also aus den Gleichungen 


| u = hy 2,452) und | D (a, y, 2, 413,%3) = 0 
= 792% y',2) P(@, 9,2, %1,%) = 0 
y' und z', so erhält man ebenfalls ein System von Integralgleichungen 
der Differentialgleichungen 
| D(a,Y,2,%1,%2) = 0 
PR, y23,%,%)=0 
das aber offenbar verschieden ist von dem vollständigen Integralsystem 


9a) 


Da, Y,2,€C;,, C5) =(0 
Pa, Y, 2, € C9) =0 


Zee En 


in welchem c, und c, willkürliche Konstante sind. Die Elimination 
von y' und z' aus den Gleichungen 9a) ist aber, wie wir oben gesehen 
haben, gleichbedeutend mit der Elimination von y, und x, aus den- 
selben Gleichungen, und diese Elimination ist, wie aus der Ent- 
stehungsweise der Gleichungen 6) hervorgeht, offenbar dieselbe, wie 
die Elimination von c, und c, aus den Gleichungen 
D'lc,)de, + ©’lc,)de, — 0 D (a, y, 2, 61, 05) — 0 
P(o)de + P ()de, = 0 Er Pz, y, 2,6, 6) = 0 
und daraus folgt, dass die Elimination von y‘ und z’ aus den 
Gleichungen 
| EN) iE | D (a, y2,%1,%2)=0 
ENDE) 0 Fa, y 2,%1,%)=0 
dieselben singulären Integralzeichnungen der Differentialgleichungen 
D (2, Yı 2%, Kı> X) =0 
Pl, y 2, %1, X) = 0 
ergeben werden, wie man sie aus dem vollständigen Integralsystem 
derselben 
BEE USE U 
Fa, Y, 2, ce; c,)„=0 
findet, indem man die willkürlichen Konstanten c, und c, aus diesen 
beiden Gleichungen und den Differentialen derselben nach c, und ec, 
D' (e,) de, + ®' (03) de, = 0 
P'(e,)de, + (c,) de, =0 
eliminiert. 
Wir wollen die bisher entwickelte Theorie zunächst an dem unter 
Fall IV ım ersten Teile der Arbeit behandelten Beispiel durchführen. 
Unsere Gleichungen sind dann: 
| Va, 0,5) Ey 502 -0’+582 - o?=0 
IE EG) ER He? ed 
hieraus folgt: 
2) | P (,y,2)=y -c,t+208=0 
I (a, y,2)=2i-c,-20,2=0 
und hieraus ergiebt sich 
4 d 
4ı (2, Y,?, Y; 2‘) =(,- Sa 
4 ) 
7a (@, Y, 2, Y, 2‘) == I 


und setzen wir diese Worte ein, so wird unser System von Differential- 
gleichungen 


ER 


aa) ae 


he, 
4 160° 2); 


ER 
& 1 
7 (2,9% %,%ı )zen ic» (y' +2) — % (y' + 2')2 
22 (y' % 2) (y' Eh 2')2 e 
Sp 15 ns — 0 
und hieraus ergeben sich die Gleichungen 5) 
Day) + Pr) % Dr )—0 
ı (@, Y, 2) -- a 11 (X) est ap (x,) Ss 


in der Form 
| | * 
un 5 YHN- ZU HN) - ZU HI re 
5 A 22(y 2‘) 8 Ax Rs) -4ly' — 2‘) 2 


4x 16.2? 
x (y' A! 2‘) (y% Rs 2) es, (y' ER 214 3 
f: en 
| 803 
” j N 1 L u M 1 f f m u 
5 NR de 
22 (y' - 2') 4% ee 
a2 4x ars 5 16%? ar 
DA Polen 6 Ur „UN ro Aa 
Weed... 
82° 
nun ist 
en 22. (9. — 2 
Da y)=y-—(yYr2)n Se B 


> 1 22 (Y"— 2‘) 
| 1 l IN i ER ER 
!ay9a=2-,(yYre)t 1, =0 


denn es sind dies dieselben Gleichungen wie die Gleichungen 2), nur 


dass wir für die willkürlichen Konstanten c, und c, die aus den 
l { 


1 
Gleichungen 2) erhaltenen Werte ec, = Si (+2), .o,=-— nen 
eingesetzt haben, also reduzieren sich die Gleichungen 5) in dem Falle 
der singulären Lösungen in der That auf die Gleichungen 6) 
I Aue. 
at 
nämlich | 


u 


x ey Ti 2") (yı' 2 2") I. (y' Er 2)? Zr 


80° 


ER DEE LOB TE DIE DE ln a Zu 
al BOTTERDEITER), Br 


80° 


ö el En 


welche wir in der Form areilen können 


ee ge 


6) 


y" be m EB aly" 8% 2") ni’ (y' we =), | ve e 
+ ar, 4, el 


E a System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
wird erstens befriedigt, wenn die Gleichungen 7) stattfinden, nämlich 


4 zit 
ne} Abe 20 


fi 1 zit 
ars BO De 


die erste dieser beiden Gleichungen führt aber durch Integration auf 
den Wert 
2 


„=? ==.C} 


die zweite Gleichung, die wir ee in der Form 


Yy RR a 
d\ —) = 
| dw $ 
schreiben können, giebt integriert 
ar y a z! 
2 Tann 


und eliminieren wir aus diesen Gleichungen und dem System von 
Differentialgleichungen 

D (9% %1,%2)—=0 

F(@ y 2%, %2) = 0 
y' und 2' d.h. setzen wir in das System von TE aLtchincen 
die Werte y„ +z’=2e, und y' — 2'=4c,x ein, so erhalten wir ın der 
That, wie Er Theorie lehrt, das Polkennaige Integralsystem dieses 
Systems von Differentialgleichungen nämlich 


4 


z RE Eh 
Y-C8%—c,?+ 098? — c09?—=0 
2-2 - 0 ur) 


ao 


Das System 6) wird aber auch erfüllt, wie wir gesehen haben, 
wenn die Bedingung 7a) erfüllt ist, nämlich 
2) WFT) U) ER)=0 
Diese Bedingung lautet aber in dem vorliegenden Falle 


Pi 


++) +42] + le ++] [+] =0 


KL 


oder 


wralle +%]-0 
und hieraus folgt entweder 
a)a+y+z=0 


oder 


| 
b) +3 = 
Aus der Annahme a) folgt nun 
„zy+ei=-8 
dann finden wir aber den zugehörigen Wert von x,, indem wir diesen 
Wert von z, in eine der Gleichungen des Systems von Differential- 


gleichungen zweiter Ordnung 6) einsetzen, die erste derselben wird 
aber in diesem Falle 


a(y a oe +92 |=0 


und hieraus folgt nun u 


1) = I = onst=e 


oder 
2) HU - en 2a 


Durch Einsetzen der Werte 
„=-2und ,=e 
in das System der Differentialgleichungen werden wir zu dem Resultat 


; 2 2 


2 
+7 - +0 


welches, wie wır im ersten Teile der Arbeit gesehen haben, in der That 
eine singuläre Lösung unseres Systems von Differentialgleichungen ist. 
Durch Verwendung der Werte 


c) 


Kır 3% Vena 


kommen wir auf die Gleichungen 


Ru a* 
lv + 4 a ra) 
48 4 


von denen wir ebenfalls gesehen haben, dass sie ein singuläres Integral- 
system unseres Systems von Differentialgleichungen sind. Wir sehen 
auch hier wiederum, dass # die Enveloppe von « ist. 
Aus der Annahme b) folgt nun aber 
7 
Setzen wir diesen Wert von x, in die erste Gleichung des Systems 6) 
ein, so wird diese 


'-2!=— 20° 


y" zii 


5 e+y'+2z]=0 


und hieraus folgt entweder 


2 zi A N 
also durch Intepration 
1 1 
IE NY, ER! = =c 
oder 
a+yi+2=0 
also 


MZy+zi=-a 
Setzen wir die Werte 
ee Zeahlund'yi = ec 
in das System der Differentialgleichungen ein, so erhalten wir die 
singuläre Lösung: 


4 
Iy-.-+7=0 

’ 4 
2-0. - 37-0 


Die Verwendung der Werte 
G=y-=-20° und y, =y +2:'=-a 
führt auf das singuläre Integralsystem 


BINR ne 
+4 +4 = 


) 2 4 
& % 
NL 


De 


wo Ö wiedernm die Enveloppe von y ist. Wir sehen ferner, dass 
ß = Ö ist, dass also im Ganzen nur drei singuläre Lösungen möglich 
sind, welche gegeben werden durch die Werte 


1. y = 2, X = const 
2. Ya = 20 7%, = conet 
Sa re 


und dass die dritte singuläre Lösung die gemeinsame Ennveloppe der 
beiden ersten ist. 

Wir sehen somit, dass uns die entwickelte Theorie aus den 
Differentialgleichungen direkt genau dieselben Resultate liefert, wie 
wir sie aus den vollständigen Lösungen gefunden haben. 

Die Bedingung für die Existenz des Systems 6) von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung 
a DIT RIO 
KR re (X) =0 | 
war nun durch das Verschwinden ihrer Determinente also durch die 
Gleichung 
a Ela 
FF) 
gegeben. 


Diese Gleichung ist mithin auch die Bedingung für die Existenz 
von singulären Lösungen eines Systems von simultanen Differential- 
gleichungen. 

Nun ist aber 

Dly), De‘) 
Fy), FR) 


und wenn 


X (yes are 
u) ae) 


\ | D' (), ©) 
Pl Eu) 


ve ul. 
Bil) 3 () 


Be y) © (e') 
Fly), Pe) 
und damit haben wir die Bedingung für die Existenz von singulären 
Lösungen eines Systems von simultanen Differentialgleichungen auf die 
Form gebracht 


ist, so ist auch 


=) 


DI) 2) DE) By) = 0 
Wir haben somit das Resultat: 
Ist 
1. f ® (, Y, 2, Y, 2‘) —=( 
LE(a,y 2, y,2)=0 


TR 


ein System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
wobei x die Unabhängige ist, so ist die Bedingung für die Existenz 
singulärer Lösungen dieses Systems 
II. @&! (y‘) si (2) A od! (z‘) vn (y‘) = 0 

Diese Bedingung ist nun genau dieselbe in Bezug auf y’ und 2‘, 
wie wir sie bei der Herstellung der singulären Lösungen eines Systems 
von Differentialgleichungen aus dem vollständigen Integralsystem für 
die Konstanten c, und c, erhalten hatten, und entsprechend den vier 
Fällen, die sich dort aus der Bedingung 

Pa) la) - Pla) Fla)=0 

ergaben, kann auch die Gleichung II wiederum zu folgenden vier 
Resultaten führen. 

I. Aus der Gleichung II kann sich direkt eine der Derivierten 
y' oder 2’ als Funktion von x allein ergeben. 

I. Die Gleichung II kann eine der Derivierten als Funktion von 
x und der zweiten Derivierten ergeben. | 

III. Aus der Gleichung II kann sich eine Gleichung höheren 
Grades für eine der Derivierten ergeben. 

IV. Endlich können sich aus der Gleichung II beide der Deri- 
vierten zugleich als Funktionen von x allein ergeben. 

Wir wollen nun an der Hand der im ersten Teile der Arbeit be- 
handelten Beispiele sehen, wie wir in den einzelnen Fällen zu den 
singulären Lösungen selbst gelangen. 


Falll 
Bei dem System von Differentialgleichungen 
Va aRr 0 
| "2 a2 -—y=0 
ergiebt sich die Gleichung ll ın der Form 
Il. #-22=0 


Eliminieren wir aus den Gleichungen I und II z und 2‘, so er- 
halten wir eine Differentialgleichung erster Ordnung für Y, 
4 


Yy a z—0 


deren vollständige Lösung 


ist, nun ist 


SUN). 2 


x? 


re 


3 


und setzen wir diese Werte für y und y' in das System I ein, so 
ergiebt sich aus demselben 


3 
te 


Wir erhalten also unter Zugrundelegung der Gleichung II als 
Lösung des Systems I, das System von Gleichungen 


4 
Bi 
Y=Ca— — 


12 
EN 
rn 


Dieses System ist aber das singuläre Integralsystem des Systems I, 
wie wir es aus dem vollständigen Integralsystem desselben im ersten 
Teile der Arbeit erhalten haben. 

Wir haben also durch Elimination von z und 2’ aus den 
Gleichungen I und II die Aufstellung der singulären Lösungen selbst 
zurückführt auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung für y, wir können in diesem Falle aber auch noch auf 
folgende Weise zu dem singulären Integralsystem gelangen. Aus der 
Gleichung 


11 ee 
folgt nämlich 
2 
Be, 
2 
und durch Integration 
2° 
Se +c 


Setzen wir diese Werte für 2 und z’ in das System von Diffe- 
rentialgleichungen ein, so ergiebt sich aus demselben 


m%& 
Y=c& — — 


12 


Wir erhalten also auf diese Weise dieselben Werte für y und 2, 
und haben somit das Resultat: 

Ergiebt die Bedingung II eine Differentialgleichung erster Ordnung 
für eine der Funktionen y oder 2, so kommen wir zu der singulären 
Lösung des Systems selbst, indem wir diese Differentialgleichung 
integrieren, und den daraus sich ergebenden Wert der Funktion und 
ihrer Derivierten in das System von Differentialgleichungen einsetzen, 


woraus sich dann der Wert der anderen Funktion, der der singulären 
Lösung entspricht, ergiebt. 


Fall I. 


Aus dem System von Differentialgleichungen 
| Y- ay' FR eo 4y°- ) 
| 2 —- a2. + ayz- 0 
folgt die Bedingung II ın der Form: 
/ 2 
Il, —z' (« — ey) =(0 


Die Elimination von z und z’ aus den Gleichungen I und II 
führt zu der Gleichung 


y-d3ay' + en 9, =0 


deren votlständiges Integral 


x" 
Ui CC —C 
ERAF 
ist, es ıst aber 
y-za-e 


und setzen wir diese Werte von y und y‘ in das System I ein, so 
ergiebt sich aus demselben 

1 a° 2 

ze gen - = — (ao - 3 


Wir erhalten also auf diese Weise 


2 
y-zten-e 


5 
2 .ca” — = —- (+ ni 
ein System, von dem wir oben gesehen haben, dass es eine singuläre 
Lösung des Systems ] ist. 

Wir haben aber bei der Ableitung der singulären Lösungen eines 
Systems von Differentialgleichungen aus dem vollständigen Integral- 
system bei diesem System noch eine zweite singuläre Lösung gefunden, 
es fragt sich also, auf welche Weise wir zu dieser zweiten singulären 
Lösung gelangen. Nun sahen wir, dass diese zweite singuläre Lösung 
eine singuläre Lösung ohne willkürliche Konstante war und die Enve- 
loppe der singulären Lösung mit einer willkürlichen Konstanten dar- 


an Se 


stellte, wir könnten also, um zu dieser zweiten singulären Lösung zu 
gelangen, aus den Gleichungen 


2 
& 
mer 26 u: 


& ; 
2 2 3 
Be rl 
2 12 3 


und ihrem Differential nach ce die willkürliche Konstante ce eliminieren, 
und erhielten 


. y- 4 
| 2=0 
also in der That die zweite singuläre Lösung des Systems I. 

Um aber diese zweite singuläre Lösung, welche also keine will- 
kürliche Konstante mehr besitzt, aus dem System von Differential- 
gleichungen selbst herzuleiten, müssen wir noch folgende Betrachtung 
anstellen. 

Wir stellen die singuläre Lösung des Systems von Differential- 
gleichungen her durch die Integration einer az! Differential- 
gleichung erster Ordnung für % 


F(a,yy) = 0 
welche wir durch Elimination von 2 und 2’ aus dem System von 
Differentialgleichungen 
I | ® (,9y,2,y,2)=0 
Lau a2y,2) 0 
ünd der Bedingung 
1. eg) FR) - PE)Fy)=0 
erhalten. Die Integration der Differentialgleichung 
F(ay,y)=0 
führt aber stets eine willkürliche Integrationskonstante mit sich, und 
wir erhalten somit immer nur singuläre Lösungen mit einer willkür- 
lichen Konstanten. | 
Nun kann es aber eintreten, wie bei dem vorliegenden Beispiel, 
dass die Differentialgleichung 


Fa, Y Y‘) =) 
selbst eine singuläre Lösung besitzt, und es fragt sich, welche Be- 
deutung hat diese für die singuläre Lösung des Systems. 
In unserem Falle ist: 


EX2,0, y)=y Ben Bay+ Sar+ ya—0 


BETTER 


Die singuläre Lösung dieser Differentialgleichung finden wir, indem 
wir y' aus dem Differentiale derselben nach y' 
— 32. +2y'=0 
berechnen 


e =—.ı% 


2 
und diesen Wert in die Differentialgleichung einsetzen, wir erhalten 
la 

Setzen wir jetzt diese Werte von y und y' in das System von 
Differentialgleichungen ein, so ergiebt sich aus demselben 

2=0 
Wir erhalten also durch die Verwendung der singulären Lösung 
der Differentialgleichung 
F(ao,y,y)-0 
als Lösung des Systems von Differentialgleichungen 
ya: 
z=0 
also die singuläre Lösung desselben ohne Konstante. 

Nun hat aber LAGRANGE bei der Ableitung der singulären Lösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung aus der Diffe- 
rentialgleichung selbst gezeigt, dass man das Differential einer solchen 
Differentialgleichung stets so in zwei Faktoren zerlegen kann, dass der 
eine derselben auf die vollständige Lösung der Differentialgleichung 
zurückführt, der andere aber die singuläre Lösung derselben ergiebt. 
Wenden wir dies auf unsere Differentialgleichung 


F(,y,y)=y-3ay +24 y2=0 


an, so ergiebt die Differentiation derselben 
y' — 3y! — 3ay" +38 + 2y'y" = 0 


@2—2y) (1-y')=0 


1-yU=0 


oder 
Aus der Annahme 


folgt durch Integration 
Yz=#-+c 
und setzen wir diesen Wert in die Differentialgleichung ein, so ergiebt 
sich 
3 


a 


y-.-co+ 0-0 


also das vollständige Integral der Differentialgleichung; durch Einsetzen 
dieser Werte von y und y‘ in das System von Differentialgleichungen 
haben wir aber das singuläre Integralsystem 


2 
y-yhea-e 


erhalten. 
Die Annahme 
32 —2y = 0 
ergiebt 
A 
AN TER Pal 
und setzen wir diesen Wert in die Differentialgleichung 
F(@,y,y)=0 
ein, so erhalten wir 
Y- “= a” 


Durch Einsetzen dieser Werte von y und y' ergiebt sich aus dem 
System von Differentialgleichungen 
z=0 
sodass wir also durch diese Annahme auf das singuläre Integralsystem 
yo. 
20 
geführt werden. 

Wir wissen aber, dass wenn eine Differentialgleichung erster 
Ordnung überhaupt eine singuläre Lösung besitzen soll, die Derivierte 
mindestens in der zweiten Potenz in derselben vorkommen muss. Führt 
daher die Elimination von 2 und z‘ aus den Gleichungen 

| In, Us 2 ZIEU 
are, Ye 0 
und 
1 egy)Ee)-PRA)Fy)-0 
auf eine Differentialgleichung erster Ordnung für y 


Ki: (2, Y) Yy‘) N 
in welcher y' in einer höheren als der ersten Potenz vorkommt, so 


BR... 


gelangen wir stets zu beiden singulären Lösungen, wenn solche über- 
haupt vorhanden, indem wir das Differential der Gleichung 


2: (m, Y, Y) =0 
in zwei Faktoren zerlegen, von denen der eine uns dann auf die voll- 
ständige Lösung der Gleichung 


F&yy)—0 
führt, während der andere die singuläre Lösung dieser Differential- 
gleichung erster Ordnung liefert. Durch Einsetzen des Wertes von y, 
der der vollständigen Lösung dieser Differentialgleichung entspricht, 
in das System von Differentialgleichungen ergiebt sich dann der ent- 
sprechende Wert von 2, und dieses System von y und z ist das singuläre 
Integralsystem mit einer willkürlichen Konstanten. Das singuläre 
Integralsystem ohne willkürliche Konstante erhalten wir aus dem System 
von Differentialgleichungen, indem wir in dasselbe den Wert von y 
einsetzen, der der singulären Lösung der Differentialgleichung erster 
Ordnung 

1% (2, 2 Y) = 
entspricht. 


Fall IIL 


Aus dem System von Differentialgleichungen 
BD 1 12 1 BMI 
| ee a I ge A 


A | FADEN e y 230 
ergiebt sich die Bedingung II in der Form 


II. y-ap+ıye=0 


also eine Differentialgleichung erster Ordnung für Y. 

Wir haben aber bei dem unter Fall I gegebenen Beispiel gesehen, 
dass, wenn wir die Bedingung II in der Form einer Differential- 
gleichung erster Ordnung für eine der Funktionen y oder 2 erhalten, 
die singuläre Lösung des Systems erhalten wird, indem man die eine 
Funktion durch Integration dieser Differentialgleichung erster Ordnung 
berechnet, während man den Wert der zweiten Funktion aus dem 
System von Differentialgleichungen selbst findet, nachdem man den 
Wert der aus der Differentialgleichung erster Ordnung gefundenen 
Funktion in dasselbe eingesetzt hat. 

Das vollständige Integral der Differentialgleichung 

5% 


ıst aber 


und es ist 

35° 
setzen wir diese Werte für y und y' in das System von Differential- 
gleichungen ein, so ergiebt sich aus demselben 


1 
ze — ex —- € 


2 
das System 
Pilze 
y=c& Dub: 
1,0. —.c? 


welches wir auf diese Weise erhalten, ist nun aber kein singuläres 
Integralsystem unseres Systems von Differentialgleichungen, sondern 
ein partikuläres und zwar dasselbe partikuläre Integralsystem, welches 
wir aus dem vollständigen Integralsystem erhielten, nachdem wir in 
dasselbe für c, den aus der Bedingung 

D' (c,) m (C3) an (6,) En (c,) et 


sich ergebenden Wert 


eingesetzt haben. Wir könnten nun, wie wir es im ersten Teile der 
Arbeit gemacht haben, die eigentliche singuläre Lösung dadurch her- 
stellen dass wir die Konstante e aus den Gleichungen 


z=— ea - 0 


2 


eliminierten; um aber aus den Differentialgleichungen selbst die singuläre 
Lösung zu erhalten, müssen wir beachten, dass die Gleichung 


y-ay+yr=0 
selbst eine singuläre Lösung besitzt, nämlich 


2 


N 
Ti 


ir u 


Durch Benutzung dieses Wertes von y erhalten wir aus dem 
System von Differentialgleichungen 


2° 
2 = 54 
und dieses System 
1 2 
3 Teen 
54 


ist in der That die singuläre Lösung des Systems. 
Wir finden nun aber die singuläre Lösung der Differentialgleichung 


y + y°=0 
indem wir den aus dem Differential dieser Gleichung nach y' ge- 
fundenen Werth von y' in die Differentialgleichung erster Ordnung 


einsetzen, diese Berechnung von y’ ist aber gleichbedeutend mit der 
Auflösung der Gleichung 


y-ay + y’=0 


nach y' unter der Voraussetzung, dass diese Gleichung eine Doppel- 
wurzel hat. Es ergiebt sich 


1 1 2 
BEN, . Der ir) 
7 een V EREEIE 
soll die Gleichung aber eine Doppelwurzel haben, so muss ilire Dis- 


kriminante verschwinden, also 


1, A 


Da 
sein; daraus ergiebt sich aber 
x® 
Rx 


also derselbe Wert wie oben, der in das System von Differential- 
gleichungen eingesetzt 


liefert. 

Wir haben somit das Resultat: 

Führt die Relation II auf eine Differentialgleichung erster Ordnung 
für eine der Funktionen y oder z, in welcher die Derivierte in einer 
höheren als der ersten Potenz vorkommt, so haben wir, um die singuläre 


BR ee 


Lösung des Systemes von Differentialgleichungen zu erhalten, zunächst 
die singuläre Lösung dieser Differentialgleichung erster Ordnung zu 
suchen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, diese Gleichung unter 
der Bedingung einer Doppelwurzel aufzulösen, und den hieraus sich 
ergebenden Wert der einen Funktion in das System von Differential- 
gleichungen einzusetzen, woraus sich dann der Wert der anderen 
Funktion ergiebt. 

Wir können auch in diesem Falle das Differential der Gleichung 


II. y- ay+oy’=0 


ey Hay y'—=0 

in zwei Faktoren 

y'(—-a+3y)=0 

zerlegen, wir werden dann aber ebenfalls durch die Benutzung des- 
jenigen Faktors, welcher auf die vollständige Lösung der Differential- 
gleichung II führt, auf die partikuläre Lösung des Systems geführt, 
deren Enveloppe erst die eigentliche singuläre Lösung des Systems ist. 
Es folgt aus der Annahme 

HZ 0 
$ 


c 


| 


und setzen wir diesen Wert in die Gleichung II ein, so erhalten wir 
deren vollständiges Integral 


Durch Einsetzen dieses Wertes von y ergiebt sich dann aus dem System 
von Differentialgleichungen 


Benutzen wir aber den Faktor 
-— a+3y=0 
so führt dieser zu der singulären Lösung der Differentialgleichung II 


ya. 

welche in das System von Differentialgleichungen eingesetzt 
1% 
en” 


ergiebt. 


a. (RR 


Fall IV. 


Die Bedingungen für die Existenz von singulären Lösungen des 
Systems von Differentialgleichungen 


yte-ayW +) ytN’=0 


een 
By a ren =) 


T; 
ist 
VEN, m Al dr 2 


oder 


i y' Ber z' 
(+3 +?) er )-0 
und hieraus ergiebt sich entweder 
Ha) «+ y +z'=0 
oder 
Ib) 22°’+-y'-z'=0 


Eliminieren wir aus den Gleichungen I. und IIa) z und z‘, so er- 
halten wir die Differentialgleichung erster Ordnung 


Da wir aber bei dem unter Fall II angeführten Beispiel gesehen 
haben, dass sowohl die vollständige als auch die singuläre Lösung 
der durch Elimination von z und 2‘ aus den Gleichungen I und II 
erhaltenen Differentialgleichung erster Ordnung für y uns zu einer 
singulären Lösung des Systems von Differentialgleichungen führen kann, 
so werden wir auch in diesem Falle die singuläre Lösung der Differential- 
gleichung Ill, wenn eine solche vorhanden ist, berücksichtigen müssen; 
wir zerlegen das Differential der Gleichung IIl 

1 1 PAR yi' # y'? y" In 2 
© B 


ENT Er) > a a 
Hana a 9 Zum 


ın zweı Faktoren 


l y' 
Gay ty) I4yatz)>0 
von denen der eine 
I 
Zayty=2aral- 2% #2) 0 


gesetzt, uns auf die vollständige Lösung der Differentialgleichung III 


I an. 


2 
y--ca—, +e? 


führt. Durch Einsetzen dieses Wertes von y in das System von 
Differentialgleichungen ergiebt sich dann 


2 

X 2 2 
N — Uunerasz C — 

re 

und dieses System 
x“ 
N. ee, 
I» Ki; 
2 


Dir a ee 
Bl. CE —C 


ist, wie wir gesehen haben, in der That eine singuläre Lösung unseres 
Systems von Differentialgleichungen. 
Der Faktor 


I y' 
NT 


gesetzt, führt auf die singuläre Lösung der Differentialgleichung III 


RS ie 
raue 
welche in das System von Differentialgleichungen eingesetzt, 
A 
Sr ee 


ergiebt. Auch dieses System 


4 4 
ß) x“ x* 
I»--5+5 


ist, wie wir oben sahen, eine singuläre Lösung unseres Systems von 
Differentialgleichungen, und es ist # die Enveloppe von e«. 

Behandeln wir ın derselben Weise die durch Elimination von 
2 und z' aus den Gleichungen I und Il® sich ergebende Differential- 
gleichung erster Ordnung 


IV y-ay' - a  y?-22y—a®=0 


so ergiebt deren Differentiation 
2% ay" Be 3 ER 2y'yı' a 6a°y' BR Daryı! Me 
oder 


(y + 32°) (8 + 2y' + 20°) = 0 


AA 


Die Annahme 
y" a 322 —0 
ergiebt 
y' ed 2° 4 C 
und führt auf die vollständige Lösung der Differentialgleichung IV 


4 
y=ca I + c? 
durch deren Einsetzen aus dem System von Differentialgleichungen 
2 ä 
Z2=CE + "4: nn C 


folgt. 
Auch dieses System 


4 
I»- eg +e 


» f 
|e-00+ +0 


ist, wie wir gesehen haben, eine singuläre Lösung unseres Systems von 
Differentialgleichungen. 
Aus der Annahme 
+ 20° --2y =0 
ergiebt sich die singuläre Lösung der Differentialgleichung IV 


en 
a 
welche in das System von Differentialgleichungen eingesetzt 
7 a" 
= — — + — 
4 4. 
ergiebt, sodass wir hierdurch das System 
@* ui 
ee er 
% en 
| 2 a 


von dem wir gesehen haben, dass es ebenfalls eine singuläre Lösung 
unseres Systems von Differentialgleichungen ist, und zwar die Enveloppe 
von y, erhalten. 

Wir sehen aber, dass dö=ß ist, wir erhalten mithin nur drei sin- 
guläre Lösungen, nämlich die Lösungen «@, 8 und y, von denen ß die 
gemeinsame Enveloppe von @ und y ist, also dasselbe Resultat, welches 
wir bei der Ableitung der singulären Lösungen aus dem vollständigen 
Integralsystem erhalten hatten. 


09 


Aus diesen Betrachtungen können wir nun folgendes Resultat 
ziehen: 
Die Bedingung für die Existenz von singulären Lösungen eines 
Systems von Differentialgleichungen 
ri] D (z, y, 2, y,2)=0 
va 0 
ist 
LEONE) - VE) FR). 
Um nun die singulären Lösungen selbst zu erhalten, müssen wir zunächst 
aus den Gleichungen I und II z und z‘ eliminieren, wodurch wir auf 
eine Differentialgleichung erster Ordnung für % 


III. F'(®, Y, I) —( 


geführt werden. Das vollständige Integral dieser Differentialgleichung Ill, 
welches wir mit 

y-fhı(& ec) 
bezeichnen wollen, giebt dann in das System von Differentialgleichungen I 
eingesetzt einen Wert 


2= fg, (®, c) 
und dieses Wertsystem 
) | y=fı(& €) 
a 


ist dann eine singuläre Lösung unseres Systems von Differential- 
gleichungen, und zwar eine singuläre Lösung mit einer willkürlichen 
Konstanten. 

Besitzt die Differentialgleichung III selbst eine singuläre Lösung 


Y= fa (&) 
so erhalten wir durch Einsetzen dieses Wertes von y in das System 
von Differentialgleichungen 1 


2= fs (2) 


y= fa (@) 
DIET 
ist eine singuläre Lösung unseres Systems von Differentialgleichungen, 
aber eine solche ohne willkürliche Konstante, und es ist das System 9, 
die Enveloppe von g.. 
Ergiebt sich aber schon die Bedingung II ın der Form einer 


Differentialgleichung erster Ordnung für eine der Funktionen y oder 
2m DD: 


und auch dieses System 


la. P(a,y,y)=0 


zn AU SE 


so erhalten wir die singuläre Lösung des Systems von Differential- 
gleichungen, indem wir das vollständige Integral der Gleichung Ila 


y=fa (ac) 
in das System von Differentialgleichungen I einsetzen und daraus 
2=fß (2, c) 
berechnen. 
Das System 


[v6 
ee, 
ist dann das singuläre Integralsystem des Systems von Differential- 
gleichungen, und zwar ein singuläres Integralsystem mit einer Kon- 
stanten. 

Besitzt in diesem Falle die Gleichung IIa eine singuläre Lösung 

y=fy(&) 

so erhalten wir durch Einsetzen dieses Wertes von y in das System 
von Differentialgleichungen I 


y= fs (@) 
und dieses System 
y=fy(@) ? 
9) | 2=/fs(2) 


ist dann, wie das Beispiel III zeigt, die einzige singuläre Lösung des 
Systems und zwar eine singuläre Lösung ohne Konstante. Es ist in 
diesem Falle auch wieder % die Enveloppe von «, das System « ıst 
aber kein singuläres, sondern ein partikuläres. 


Wir wollen zum Schluss die entwickelte Theorie noch an einem 
Beispiel durchführen, bei welchem die geometrische Anschauung sehr 
deutlich erkennen lässt, dass die singulären Lösungen die Einbüllenden 
des vollständigen Integralsystems darstellen, 

Die Gleichung der Gesamtheit von Geraden, welche mit der 
x-Achse einen konstanten Winkel bilden, und die ausserdem einen 
gegebenen Cylinder berühren ist 

y=c.cos$+-+ a(» — Lk) sin $ 
2=—-csn®--a(e —[)cosY$ 
wobei & und % die willkürlichen Konstanten bedeuten. 

Die geometrische Anschauung ergiebt hier als Einhüllende dieses 
Systems eine Schar von umhüllenden Schraubenlinien; die Bedingung 
für die Existenz von singulären Lösungen dieses Systems ist aber: 


rn 


le sin 9 — a (#— [)cos I]: cos 3 — asın 3 [ecos$ + a (w —- O) sind] = 0 
und hieraus folgt 
er 
Es müssen aber aber auch die Gleichungen erfüllt sein: 
—c:sn I9dI + a (8x —[) cos IdI— asin IdL=0 
—c:0089dI9 — a (x —[)sin9dI— a cos IdL—0 
und setzen wir in die erste derselben den Wert für C ein, so ergiebt sich 
csn9d$>-+asinIda=0 
also 


d9=— da 
c 
und hieraus folgt durch Integration 
-— 1, +4 
c 


wobei a eine willkürliche Integrationskonste ist. 
Setzen wir diese Werte für £ und 9 in das vollständige Integral- 
system ein, so erhalten wir die singuläre Lösung 


y=c:0s|- “ a+a) 
2=-c:sinl- a+a) 


also in Uebereinstimmung mit der geometrischen Anschauung eine 
Schar von Schraubenlinien. 
Das zu dem vollständigen Integralsystem 
y=c:c089-+ a (» — [L) sin I 
= --c-sind-+ a (a --[)cosd 
gehörige System von Differentialgleichungen ist 
1. BR — y’(y +29) — 2cayz- Ae=0 
ee a 
Die Bedingung für die Existenz von singulären Lösungen dieses 
Dystems ist: 
1. YWw®+2P)+coz=0 
Die Elimination von z und 2’ aus den Gleichungen 1 und II führt 
dann auf die Differentialgleichung erster Ordnung 


y--2Ve-y 


deren vollständiges Integral 


A 


y=c:c0(-°° +.) 


ist, wobei « die willkürliche Integrationskonstante bedeutet. Setzen 


wir diesen Wert für y und y’ in das System von Differentialgleichungen 
ein, so ergiebt sich aus demselben 


2=-c:sin(- +) 

Wir erhalten also dasselbe singuläre Integralsystem 
y=c.c(- +a) 
2=—c.sn +.) 


welches wir aus dem vollständigen Integralsystem erhalten haben, und 
welches eine Schar von Schraubenlinien darstellt, die das vollständige 
Integralsystem einhüllt. 
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Als Sohn eines Kaufmanns am 9. August 1862 geboren, besuchte 
ich, EDUARD GROHN, evangelischer Oonfession, das Friedrichs - Real- 
gymnasium zu Berlin, welches ich im October 1883 mit dem Zeugnis 
der Reife verliess. Ich widmete mich dem Studium der Mathematık, 
Naturwissenschaften und Geographie und hörte auf der Universität 
Berlin bei den Herren Professoren und Docenten: ASCHERSON, V. BE- 
ZOLD, DAMES, DILTHEY, EICHLER, FÖRSTER, FUCHS, V. HELMHOLTZ, 
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PAULSEN, PRINGSHEIM, SCHULTZE, V. TREITSCHKE, ZELLER. Auf 
der Universität Marburg hörte ich bei den Herren Professoren: BERG- 
MANN, FEUSSNER, FISCHER, HESS, MELDE, WEBER. 

Allen meinen Lehrern, insbesondere aber Herrn Professor WEBER, 
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